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Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ùåëåâîì ëîòêå îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíûìè ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè è äåéñòâèåì êà-
ïèëëÿðíûõ ñèë íà ìåæàçíîé ãðàíèöå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ ýâîëþöèè
ïóçûðÿ â îäíîàçíîé ïîñòàíîâêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü ýâîëþöèîíèðóåò,
îñòàâàÿñü ýëëèïñîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëå òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé
êîìáèíàöèåé èç èñòî÷íèêà, äèïîëÿ è êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñòðîåííîå òî÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è îáùåãî âèäà ñîäåðæèò âñå èçâåñòíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïîìèìî ýòîãî âû-
ÿâëåí è íåèçâåñòíûé ðàíåå ñëó÷àé î ñíîñå ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ íåèçìåííîé îðìû
îäíîðîäíûì â áåñêîíå÷íîñòè ïîòîêîì, êîãäà ïóçûðü îðèåíòèðîâàí íåñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî ïîòîêà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Õåëå-Øîó, îäíîàçíàÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ ïîñòàíîâêà,
ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü.
Ââåäåíèå
Èäåàëèçèðîâàííàÿ çàäà÷à Õåëå-Øîó ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðî-
öåññà ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ âÿçêèõ æèäêîñòåé â ùåëåâîì ëîòêå â ñëó÷àå
ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ êàïèëëÿðíûõ ñèë [1℄. Çàäà÷à îá ýâîëþöèè ïóçûðÿ â áåçãðà-
íè÷íîì ëîòêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ðàçìåðû ëîòêà
âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ â ïëàíå ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà ïóçûðÿ. Äèíàìèêà òàêîãî
ïðîöåññà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé êîíèãóðàöèåé ïóçûðÿ è çàäàííûìè
îñîáåííîñòÿìè òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè, ãäå âîçìîæíà êîìáèíà-
öèÿ îñîáåííîñòåé ðàçëè÷íîãî òèïà [2, 3℄. Äëÿ îòäåëüíûõ îñîáåííîñòåé òå÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè: èñòî÷íèêà [4℄, äèïîëÿ [5℄, êâàäðóïîëÿ [6℄  èìåþòñÿ òî÷íûå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è îá ýâîëþöèè ïóçûðÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðìû. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû 
íàéòè ìàêñèìàëüíî îáùèé âèä îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîñòè, äîïóñêàþùèé
ñîõðàíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé îðìû ïóçûðÿ.
1. Îäíîàçíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Õåëå-Øîó
Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ëîòêå Õåëå-Øîó õàðàêòåðèçóåòñÿ
çàêîíîì Äàðñè v = −∇p , êîòîðûé ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü æèäêîñòè v(x, y, t) è ðàñ-
ïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ p(x, y, t) â îáëàñòè Ωz(t) ëîòêà, çàíÿòîé æèäêîñòüþ. Ñ ó÷åòîì
íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè çàäà÷à Õåëå-Øîó îá ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà âîçäóõà
è æèäêîñòè â îäíîàçíîé ïîñòàíîâêå îðìóëèðóåòñÿ â âèäå [1℄
Ωz(t) : ∆p = 0, Γ(t) : p = 0, − ∂p
∂n
= un, (1)










èñ. 1. Âèä èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z (à) è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ (á)
ê êîòîðîìó íåîáõîäèìî åùå äîáàâèòü óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè íà çàäàííûõ ãðàíè-
öàõ ëîòêà, à òàêæå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íà ìåæàçíîé ãðàíèöå
Γ(t) âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå, äèíàìè÷åñêîå, îçíà÷àåò, ÷òî äàâ-
ëåíèå â îáëàñòè, çàíÿòîé âîçäóõîì îäíîðîäíî, à äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë íà
ìåæàçíîé ãðàíèöå ïðåíåáðåãàåòñÿ. Âòîðîå óñëîâèå, êèíåìàòè÷åñêîå, îçíà÷àåò,
÷òî ìåæàçíàÿ ãðàíèöà ìàòåðèàëüíà è íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ÷à-
ñòèö æèäêîñòè, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå, îïðåäåëÿþò íîðìàëüíóþ ñêîðîñòü ïðî-
äâèæåíèÿ ñàìîé ãðàíèöû un .
Âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1) äåëàåò öåëåñîîáðàçíûì ââåäåíèå êîìïëåêñ-
íîé èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x+ iy è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ æèäêî-
ñòè W (z, t) = ϕ(x, y, t) + i ψ(x, y, t) , ãäå ϕ(x, y, t) = −p(x, y, t)  ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ,
à ψ(x, y, t)  óíêöèÿ òîêà, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ïîòåíöèàëó ϕ(x, y, t) [2℄.
Òîãäà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îðìóëå
Ωz(t) : v(x, y, t) = ∇ϕ ⇔ V (z¯, t) = ∂W
∂z
, (2)
ãäå V (z, t)  êîìïëåêñíîçíà÷íûé àíàëîã ñêîðîñòè v(x, y, t) . ×åðòà íàä îáúåêòîì
çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî,
óñëîâèÿ íà ìåæàçíîé ãðàíèöå Γ(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå




Îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ W (z, t) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé àääèòèâíîé óíêöèè âðåìåíè. Ïîýòîìó íóëü â ïðàâîé
÷àñòè ïåðâîãî óñëîâèÿ (3) ìîæåò áûòü çàìåíåí íà ïðîèçâîëüíóþ âåùåñòâåííóþ
óíêöèè âðåìåíè [1, 5℄.
Îãðàíè÷èìñÿ â äàëüíåéøåì ñëó÷àåì áåçãðàíè÷íîãî ëîòêà (ñì. ðèñ. 1, à). Òîãäà
ê óñëîâèÿì (3) íàäî äîáàâèòü òîëüêî óñëîâèå äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷å-
íèÿ W (z, t) íà áåñêîíå÷íîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå åãî ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èñòî÷íèêà è ïîëèïîëåé [2, 3℄







Çäåñü Q(t)  âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ âðåìåíè, îáîçíà÷àþùàÿ ñóììàðíûé ðàñõîä
æèäêîñòè, îòáèðàåìîé (Q > 0) èëè íàãíåòàåìîé (Q < 0) íà áåñêîíå÷íîñòè; mk(t) ,
k = 1, . . . ,K,  êîìïëåêñíîçíà÷íûå óíêöèé âðåìåíè, îáîçíà÷àþùèå ìîìåíòû ïî-
ëèïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ∂W/∂z
ïðè |z| → ∞ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåàëèçàöèè  ïðåäïîëîæåíèÿ î
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ëîòêà. Ïðè ïåðåõîäå ê ðåàëüíîìó ëîòêó áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ðàçìåðà ñîçäàòü
îïðåäåëåííîå òå÷åíèå Õåëå-Øîó ñ ïîòåíöèàëîì, îòâå÷àþùèì ïîâåäåíèþ (4), ìîæ-
íî âïîëíå êîíå÷íûìè ñêîðîñòÿìè îòáîðà èëè íàãíåòàíèÿ æèäêîñòè ïî ïåðèåðèè
ëîòêà.
2. Óðàâíåíèå Ïîëóáàðèíîâîé-àëèíà
äëÿ ðåøåíèé ïàðàìåòðèçîâàííîãî âèäà
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ Õåëå-Øîó
â îäíîàçíîé ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå Ïîëóáà-
ðèíîâîé-àëèíà [79℄. Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ öåëåñîîáðàçíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ζ , â êîòîðîé îáëàñòè Ωz(t) îòâå÷àåò îáëàñòü
Ωζ êàíîíè÷åñêîãî âèäà  âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |ζ| > 1 (ñì. ðèñ. 1, á). Ýâî-
ëþöèîíèðóþùåé ìåæàçíîé ãðàíèöå Γ(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t îòâå÷àåò
îêðóæíîñòü |ζ| = 1 â ïëîñêîñòè ζ . Êîíîðìíîå îòîáðàæåíèå Ωζ → Ωz(t) ðåàëè-
çóåò àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ g(ζ, t, )
z = g(ζ, t),
∂g
∂ζ
6= 0, ∞, ζ ∈ Ωζ , (5)
êîòîðóþ ìîæíî íîðìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [10℄






Èçâåñòíî, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à Õåëå-Øîó (3), (4) ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîìó ýâîëþ-
öèîííîìó óðàâíåíèþ Ïîëóáàðèíîâîé-àëèíà îáùåãî âèäà [9, 11℄
















Óòî÷íèì âèä ïðàâîé ÷àñòè â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå. Ïîâåäåíèå (4)
íà áåñêîíå÷íîñòè óíêöèè W (z, t) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íî-
ñòè óíêöèè W (ζ, t) :







ãäå çíà÷åíèÿ êîýèöèåíòîâ ðÿäà Ck(t) îïðåäåëÿþòñÿ êîýèöèåíòàìè mk(t),
k = 1, . . . ,K è ïîâåäåíèåì â áåñêîíå÷íîñòè óíêöèè g(ζ, t) . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëî-
âèå ReW = 0 íà ãðàíèöå êðóãà ζ = eiσ , âûòåêàþùåå èç (3), ìîæíî ïîëíîñòüþ
âîññòàíîâèòü âèä óíêöèè W (ζ, t) [12℄:


































Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòè íà áåñ-
êîíå÷íîñòè  èñòî÷íèêà [13℄, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé
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êîíñòàíòîé Q(t)/(2pi) , çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýèöèåíòû Ck(t) ,
êîòîðûå çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ èñêîìîé óíêöèè g(ζ, t) â áåñêîíå÷íîñòè.
Äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî àíàëèçà çàäà÷è (7), (10) çàäàäèìñÿ îïðåäåëåííûì ïàðà-
ìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì óíêöèè g(ζ, t) , áîëåå óçêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëü-






ãäå B0(t)  âåùåñòâåííàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ óíêöèÿ âðåìåíè ââèäó
íîðìèðîâêè (6), à Bn(t) , n = 1, . . . , N,  êîìïëåêñíîçíà÷íûå óíêöèè âðåìåíè. Òà-
êèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ìåæàçíîé ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì íåèçâåñòíûõ
{Bn(t), n = 0, . . . , N} ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (11).
3. Êîíñòðóêòèâíûé àíàëèç óðàâíåíèÿ Ïîëóáàðèíîâîé-àëèíà
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7) èñïîëüçóåòñÿ êàê ìåòîä ìîìåíòîâ
[6, 14℄, òàê è ìåòîä óíêöèè Øâàðöà [9, 15℄. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíèì ìåòîäîì,
ñ îãîâîðêîé, ÷òî ñàìó óíêöèþ Øâàðöà ââîäèòü íå áóäåì, à îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
ââåäåíèåì îïåðàòîðà P , äåéñòâèå êîòîðîãî ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðàì óíêöèè è çàìåíå åå àðãóìåíòà ζ íà ζ−1 [9, 11℄:
ζ = eiσ : g(ζ, t) = P [g(ζ, t)] . (12)


































ãäå ζ = eiσ . Äàëåå èñïîëüçóåì îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà óíêöèè Øâàðöà  ðàñïðî-
ñòðàíèì äåéñòâèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ãðàíèöû Γ : |ζ| = 1 â ïëîñêîñòè ζ íà âñþ
ïëîñêîñòü. Ó÷èòûâàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (11), ïîëó÷èì ýâîëþöèîííîå































ãäå òî÷êè íàä ïåðåìåííûìè îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Ïîñêîëüêó â ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò íå êîíñòàíòà, à ïîëèíîì ïî ñòåïåíÿì ζ , íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [11, 13℄ íåëüçÿ. Öåëåñîîáðàç-
íåå èñïîëüçîâàòü ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (14) ïî ïîëîæèòåëü-
íûì è îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ζ .
Ïðèðàâíÿåì ñîìíîæèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ζ ñëåâà è ñïðàâà, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ {Bn(t), n = 0, . . . , N} . Íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò ïåðåîïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
ðàâíî N + 1 , à ÷èñëî óðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò 2N + 1 . Íà ñàìîì äåëå íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé â ñèñòåìå áóäåò ðàâíî N +1 ïî ÷èñëó, ñêàæåì, íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïå-
íåé ζ , à îñòàâøèåñÿ N áóäóò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
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óðàâíåíèÿ Ïîëóáàðèíîâîé-àëèíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ P [11℄. Íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
K ≤ N .
Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìî-
æåò îêàçàòüñÿ íåèçè÷íûì, ïîñêîëüêó ñèíãóëÿðíîñòè îòîáðàæàþùåé óíêöèè
g(ζ, t) , à òî÷íåå, íóëè ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ , ìîãóò ïîïàñòü â çàìûêàíèå îáëàñòè
Ωζ , â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáëàñòü Ω(t) îêàæåòñÿ íåîäíîëèñòíîé. Îäíàêî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
{Bn(0), n = 0, . . . , N} òàê, ÷òîáû íóëè ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ ëåæàëè âíå çàìûêàíèÿ
îáëàñòè Ωζ . Äàëåå îíè áóäóò îñòàâàòüñÿ âíå ýòîãî çàìûêàíèÿ ëèáî âñåãäà, ëèáî
ïî íåïðåðûâíîñòè åùå íåêîòîðîå âðåìÿ äî ìîìåíòà t∗ ðàçâàëà êëàññè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è, êîãäà îäèí èç íóëåé ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ êîñíåòñÿ ãðàíèöû ζ = eiσ
[16℄. Â ýòîò ìîìåíò íà ìåæàçíîé ãðàíèöå Γ(t) îáðàçóåòñÿ çàîñòðåíèå, â êîòîðîì
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ äëÿ êàðäèîè-
äû [7℄.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ýåêòèâåí äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî N , îäíàêî îáúåì âû-
êëàäîê áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì N . Äàëåå áîëåå ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðóåì äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîé è ñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé N = 2 .
4. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) â ñëó÷àå N = 2
Ïîä îáùèì ðåøåíèåì çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ìàêñè-
ìàëüíî ïðîèçâîëüíîì âèäå îñîáåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè, â äàííîì ñëó÷àå ïðè
K = 2 , è ïðîèçâîëüíîì âèäå óíêöèé, îòâå÷àþùèõ ìîìåíòàì Q(t) , m1(t) , m2(t)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèïîëåé. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî àêòà íåëü-
çÿ ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå êàê ñóïåðïîçèöèþ ÷àñòíûõ ðåøåíèé [46℄, ïîñêîëüêó
çàäà÷à Õåëå-Øîó íåëèíåéíà â ñèëó íàëè÷èÿ íåñòàöèîíàðíîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé ðàçä. 3.
Äëÿ N = 2 îòîáðàæàþùàÿ óíêöèÿ z = g(ζ, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå




ãäå B0(t)  âåùåñòâåííàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à B1(t) , B2(t)  âîîáùå
ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûå óíêöèè âðåìåíè. Êàêèìè áû íè áûëè ýòè óíêöèè,
â ïëîñêîñòè z êîíòóð Γ(t) , îòâå÷àþùèé îêðóæíîñòè ζ = ei σ , âñåãäà áóäåò îñòà-





è, âûáðàâ σ ∈ [0, 2pi] â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, íàéäåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
êîíòóðà Γ(t) :
∀t Γ(t) : X(σ) + iY (σ) = B1(t)+
+ eiβ(t) {[B0(t) + |B2(t)|] cos [σ − β(t)] + i [B0(t)− |B2(t)|] sin [σ − β(t)]} . (17)
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî  óðàâíåíèå ýëëèïñà, ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð êîòîðîãî ëåæèò
â òî÷êå ZC(t) = B1(t) , áîëüøàÿ ïîëóîñü âåëè÷èíû a(t) = B0(t) + |B2(t)| > 0
ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ x óãîë β(t) ∈ [−pi/2, pi/2] , à âåëè÷èíà ìàëîé ïîëóîñè ðàâíà
b(t) = B0(t)− |B2(t)| . Ïðè ýòîì óñëîâèå
|B2(t)| < B0(t) (18)
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àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îäíîëèñòíîñòè îáëàñòè Ω(t) , îáåñïå÷èâàþùèì îò-
ñóòñòâèå íóëåé ïðîèçâîäíîé ∂g/∂ζ â çàìûêàíèè îáëàñòè Ωζ . Ìîæíî òàêæå íàéòè

















Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü B1(0) = 0 è argB2(0) = 2β(0) = 0 . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ýëëèïñà è îðèåíòàöèÿ åãî áîëüøîé ïîëóîñè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàþòñÿ çà íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y è
íàïðàâëåíèå îñè x ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî îðìóëå (4) ïîâåäåíèå òå÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êîìáè-
íàöèåé èç èñòî÷íèêà ìîùíîñòè Q(t) , äèïîëÿ è êâàäðóïîëÿ, îðèåíòàöèþ è èíòåí-
ñèâíîñòü êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ìîìåíòû m1(t) è m2(t) :
|z| → ∞ : W (z, t) ≈ Q(t)
2pi
ln z +m1(t)z +m2(t)z
2. (20)
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà îðìóëó (15), ëåãêî íàéäåì âèä êîýèöèåíòîâ Ck(t) :
C1(t) = [m1(t) + 2m2(t)B1(t)]B0(t), C2(t) = m2(t)B
2
0(t), (21)
îïðåäåëÿþùèõ ïîâåäåíèå óíêöèè W (ζ, t) â áåñêîíå÷íîñòè (ñì. îðìóëó (8)) è
âèä ñàìîé óíêöèè (ñì. îðìóëó (9)).
Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå Ïîëóáàðèíîâîé-àëèíà (14) ïðèìåò âèä
(



































Âûïèñûâàÿ êîýèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ζ â ëå-
âîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (22) è ïðèðàâíèâàÿ èõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ îáûê-
íîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
B˙2(t)B0(t)− B˙0(t)B2(t) = 4C2(t), B˙1(t)B0(t)− B˙1(t)B2(t) = 2C1(t),
2B˙0(t)B0(t)− B˙2(t)B2(t)− B˙2(t)B2(t) = Q(t)/pi.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî Ck(t) âûðàæåíèé (21) è ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-




















Î÷åâèäíî, âñå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèãîäíû ê ïðÿìîìó èíòåãðèðîâàíèþ,











= F 2(t). (23)
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ïðè÷åì F0(t) , î÷åâèäíî, âñåãäà âåùåñòâåííî, à F1(t) , F2(t) , âîîáùå ãîâîðÿ, êîì-
ïëåêñíîçíà÷íû.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà íàéäåííîãî îáùåãî ðåøåíèÿ (15), (20),
(23), (24) îäíîàçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó â ñëó÷àå N = 2 .
1. Èçìåíåíèå ïëîùàäè ýëëèïñà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çàêîíîì èçìåíåíèÿ ìîù-





÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîáðàæåíèÿìè ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà.
2. Ìîìåíò m1(t) äèïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè îêàçûâàåò
âëèÿíèå òîëüêî íà ïîëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ýëëèïñà ZC(t) = B1(t) .
3. Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñà (ñì. îðìóëó (15)) è åãî ýêñ-
öåíòðèñèòåòà (ñì. îðìóëó (16)) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìîìåíòîì m2(t) êâàäðóïîëÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè.
4. Ïðè èêñèðîâàííîé ìîùíîñòè ìîìåíòà m2(t) ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò
òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ âðåìåí t ∈ [0, t∗) , êàê è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îòäåëüíîãî êâàä-
ðóïîëÿ â áåñêîíå÷íîñòè [6℄. Äåéñòâèòåëüíî, èç òðåòüåé îðìóëû (19) ñëåäóåò, ÷òî
âåëè÷èíà |F2(t)| äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1 çà êîíå÷íîå âðåìÿ, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ
êàê t∗ . Â ýòîò ìîìåíò ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ïðåäåëó a(t) → ∞ , b(t) → 0 . Åñëè ìîìåíò m1(t) ïðè ýòîì îòëè÷åí îò
íóëÿ, òî |B1(t)| → ∞ , òî åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ýëëèïñà òàêæå óõîäèò íà
áåñêîíå÷íîñòü.
5. Àíàëèç ðåøåíèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
àññìîòðèì ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè íàéäåííîãî îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ
N = 2 , îòëè÷àþùèåñÿ òèïîì îñîáåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè.
5.1. Èñòî÷íèê. Íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ òîëüêî
èñòî÷íèê èíòåíñèâíîñòè Q(t) , òî åñòü m1(t) = m2(t) = 0 . åøåíèå ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ [4℄: ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü ðàñòåò ñàìîïîäîáíî, òî åñòü áåç
èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà è ïîëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà.
5.2. Äèïîëü ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè. Íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòè çàäàåòñÿ òîëüêî äèïîëü, ìîìåíò êîòîðîãî èêñèðîâàí, òî åñòü m1(t) = m
o
1 ,
Q(t) = m2(t) = 0 . Òîãäà èç âñåõ Fk(t) òîëüêî F1(t) áóäåò ëèíåéíîé óíêöèåé
âðåìåíè, îñòàëüíûå áóäóò âåùåñòâåííûìè êîíñòàíòàìè
F1(t) = 2m
o
1t, F0 = B
2
0(0)−B22(0), F2 = B2(0)/B0(0).
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Ñîîòâåòñòâåííî, èç âñåõ Bk(t) ëèíåéíîé óíêöèåé âðåìåíè áóäåò òîëüêî
B1(t) = Ut , îñòàëüíûå áóäóò ñîâïàäàòü ñî ñâîèìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè. ×å-







Äàëåå, èñïîëüçóÿ îðìóëû (21), íàéäåì êîýèöèåíòû Ck(t) :
C1 = m
o
1B0(0), C2 = 0.
Â ðåçóëüòàòå âîññòàíàâëèâàåòñÿ âèä êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà







è îòîáðàæàþùåé óíêöèè z = g(ζ, t)




÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïîëå òå÷åíèÿ â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. åøåíèå, î÷å-
âèäíî, ñòàöèîíàðíî, ïîñêîëüêó âñÿ ýâîëþöèÿ ýëëèïñà ñâîäèòñÿ ê ïîñòóïàòåëüíîìó
äâèæåíèþ ñ íåèçìåííîé ñêîðîñòüþ U áåç êàêîãî-ëèáî èçìåíåíèÿ îðìû. Ïðè ýòîì
ìîæíî âûäåëèòü äâà õàðàêòåðíûõ ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîâïàäàþò ëè íà-
ïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè |z| → ∞ : (dW/dz) → mo1 è îäíîé
èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñà. Åñëè îíè ñîâïàäàþò, òî ñîãëàñíî îðìóëå (26) íàïðàâëå-
íèå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëëèïñà U òàêæå áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíèåì
ýòîé ãëàâíîé îñè, à âåëè÷èíà |U | áóäåò ñâÿçàíà ñ îòíîøåíèåì ïîëóîñåé ýëëèïñà
îðìóëîé a/b = |U/mo1| − 1 . Ýòîò ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ [5℄.
Âìåñòå ñ òåì âîçìîæåí è äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ïîòîêà íà
áåñêîíå÷íîñòè íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñà, òî åñòü Remo1 6= 0 ,
Immo1 6= 0 . Òîãäà ñ ó÷åòîì îðìóëû (26) íàïðàâëåíèå êîìïëåêñíîçíà÷íîãî âåêòî-
ðà U ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëëèïñà áóäåò ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó íàïðàâëå-
íèåì ñêîðîñòè ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè è íàïðàâëåíèåì ãëàâíîé îñè. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè ê òàêîìó ñëó÷àþ âîçüìåì




òàê ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëóîñÿìè a = 1.5 , b = 0.5 , à íàáå-
ãàþùèé ïîòîê íà áåñêîíå÷íîñòè ñîñòàâëÿåò óãîë pi/4 ñ îñüþ x . Èñïîëüçóÿ îðìóëû











è ïîòåíöèàë W (z, t) òå÷åíèÿ æèäêîñòè





, z − Ut = ζ + 1
2ζ
.
Ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ Õåëå-Øîó, îòâå÷àþùåãî çàäàííûì óñëîâèÿì (29), ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 2.
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èñ. 2. Ëèíèè òîêà âîêðóã ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ, íåñèììåòðè÷íî îðèåíòèðîâàííîãî îò-
íîñèòåëüíî ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè
5.3. Êâàäðóïîëü ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè. Íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé
ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ òîëüêî êâàäðóïîëü, ìîìåíò êîòîðîãî  èêñèðîâàííàÿ êîì-
ïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, òî åñòü m2(t) = m
o
2 , Q(t) = m1(t) = 0 . Àíàëèç òàêîãî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó â [6℄ áûë ðàññìîòðåí òîëüêî î÷åíü óçêèé ñëó÷àé,
êîãäà ìîìåíò êâàäðóïîëÿ  âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.
Èñïîëüçóÿ îðìóëû (23), (24), íàéäåì âèä âñåõ Fk(t) è Bk :
F0 = B
2







1− |F 22 (t)|
, B1 = 0, B2(t) = F 2(t)B0(t). (31)
Äàëåå, èñïîëüçóÿ îðìóëû (21), íàéäåì êîýèöèåíòû Ck(t) :





Â ðåçóëüòàòå âîññòàíàâëèâàåòñÿ âèä êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà W (ζ, t) è îòîá-
ðàæàþùåé óíêöèè z = g(ζ, t) :













Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî óñòàíîâèòü, êàê ýâîëþöèîíèðóþò ïîëóîñè ýëëèïñà
a(t) = [1 + |F2(t)|]
√
F0
1− |F 22 (t)|
, b(t) = [1− |F2(t)|]
√
F0
1− |F 22 (t)|
.
Ïåðâîå î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå  ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ïóçûðÿ âñåãäà áóäåò íåïî-
äâèæåí, ïîñêîëüêó U = B′1(t) = 0 . Äàëåå, ïëîùàäü ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 1 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Â òî æå âðåìÿ ïîëóîñè ýëëèïñà
ìåíÿþòñÿ ïî âåëè÷èíå, ïðè÷åì ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ. Âûïèñûâàÿ îðìóëû äëÿ ýêñ-




, β(t) = −0.5 argF2(t),











èñ. 3. Îðèåíòàöèÿ ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ýëëèïñà Γ(0)
âèäèì, ÷òî èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì |F2(t)| ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ýêñöåíòðèñèòåòà
ýëëèïñà, à èçìåíåíèå argF2(t)  ê èçìåíåíèþ îðèåíòàöèè ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñà.
Èç òðåòüåé îðìóëû (24) ñëåäóåò, ÷òî argF2(t) → argmo2 ïðè t → ∞ . Ïîýòîìó
ãëàâíûå îñè, èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàííûå âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, ñî âðåìåíåì
ýâîëþöèîíèðóþò, òàê ÷òî β(t) → β∞ = −0.5 argmo2 . Îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñâîéñòâîì 4 ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò òîëüêî äî êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t∗ ,
êîãäà |F2(t∗)| îáðàùàåòñÿ â 1. Ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà óãëà β(t) ñîñòàâëÿåò
íå β∞ , à β∗ = −0.5 argF2(t∗) .
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñëó÷àÿ êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè âîçüìåì




2 e−i (3pi/4), (33)
òàê ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïî-
ëóîñÿìè a = 1.5 , b = 0.5 , à îáùàÿ ñõåìà òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 3. Íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îðìóë (30) ïîëó÷èì
F0 = 0.75, F1 = 0, F2(t) = 0.5− 4t (1 + i) ,
îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò
∀t > 0 : |F2(t)|2 =
(
32t2 − 4t+ 0.25) > 0.




0.75 + 4t− 32t2 , B1 = 0, B2(t) = B0(t) [0.5 + 4t (i− 1)] ,
è äàëåå ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ áîëüøèå ïîëóîñè ýëëèïñà è óãîë íàêëîíà åãî áîëüøåé
ïîëóîñè ê îñè x















































èñ. 4. Ýâîëþöèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ, îòâå÷àþùàÿ çàäàííûì óñëîâèÿì (33), ñ øàãîì






















èñ. 5. Òðàåêòîðèÿ öåíòðà ýëëèïñà â ïëîñêîñòè z äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî
â ï. 5.4
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ, îòâå÷àþùàÿ çàäàí-
íûì óñëîâèÿì (33), ñ øàãîì ïî âðåìåíè ∆t = 0.041 è ïîñëåäíèì ðàñ÷åòíûì
âðåìåíåì t = 0.205 (íîìåð øàãà óêàçàí ñïðàâà îò ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé).
Øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå β(0) , îïðåäåëÿþùåå îðèåí-
òàöèþ êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ïðåäåëüíîå
íàïðàâëåíèå β∗ .
5.4. Ñîâîêóïíîñòü êâàäðóïîëÿ è äèïîëÿ ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè.
Ïóñòü âäîáàâîê ê óñëîâèÿì (33) íà áåñêîíå÷íîñòè â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïî-
ìèìî êâàäðóïîëÿ çàäàí è äèïîëü ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè mo1 = 1 . Òîãäà îò-
ëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â ï. 5.3, êàñàåòñÿ òîëüêî âåëè÷èí F1(t) è B1(t) .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îðìóëàìè (23), (24) íàéäåì
F1(t) = 2t, B1(t) = 2t
1 + F 2(t)
1− |F2(t)|2
.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýâîëþöèÿ îðìû ýëëèïñà áóäåò òîé æå ñàìîé, ÷òî è â ï. 5.3, íî ïî-
ìèìî ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ýëëèïñà íå îñòàíåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à áóäåò
ïåðåìåùàòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îðìà ýëëèïñà ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 4,
òî åãî öåíòð îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè z êðèâóþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 5, ãäå çâåç-
äî÷êàìè ñ íîìåðîì øàãà ïî âðåìåíè îòìå÷åíî ïîëîæåíèå öåíòðà íà ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ïðîåêò  08-01-00548a).
Summary
M.M. Alimov. General Solution of the One-Phase Hele-Show Problem for Ellipti Bubble.
In the general ase of several multipole we study one-phase Hele-Shaw ow with a moving
boundary when surfae tension eet is negligible. We nd the expliit solution with
nonstationary ellipti shape of the bubble for ase when Hele-Shaw ow is produed by
any ombination of sink, dipole and quadropole at innity. This general solution inludes
all known partiular ases. In the partiular ase of a dipole at innity we nd new expliit
solution with stationary ellipti shape of the bubble that is not symmetrial with respet to
the ow.
Key words: one-phase Hele-Shaw problem, ellipti bubble.
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